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Die Menge Ql aller Ultrafilter einer hier zunächst als abzähl bar unendlich vorausgesetzten 
Grundmenge X kann in bekannter Weise mit einer Präordnung ... versehen werden: Für 
je zwei Ultrafilter U,tl sei u ... tl gleichwertig damit, daß es eine Abbildung cp: X ~ X mit 
cptl = U gibt. Hinsichtlich der zu dieser Präordnung gehörenden Äquivalenzre\ation -
gilt für zwei Ultrafilter U,tl gen au dann U - tl, wenn es Abbildungen cp,'/! mit cptl = U und 
'/!u = tl gibt. Dies ist gleichwertig damit, daß cp auf einer Filtermenge V E tl injektiv ist 
und daß bei dieser Einschränkung dann,/! die Umkehrabbildung von cp ist. Alle gebun-
denen Ultrafilter, nämlich die von einpunktigen Mengen erzeugten Hauptfilter, sind 
äquivalent und minimal hinsichtlich der Präordnung. Obere Nachbarn von ihnen sind 
die bekannten primitiven Ultrafilter. Darüber hinaus ist die durch die Präordnung 
bestimmte Struktur von Ql jedoch äußerst kompliziert. Um übersichtlichere Verhält-
nisse zu gewinnen, ist es daher naheliegend, zunächst spezielle Teilmengen von Ql 
bezüglich der induzierten Präordnung zu untersuchen. Die vorliegende Arbeit stellt 
einen Anfang in dieser Richtung dar. Sie bezieht sich auf abzählbar-primitive Ultra-
filter, die sich mit einem bekannten Prozeß aus abzählbar vielen primitiven Ultrafiltern 
aufbauen lassen. Ihre Ordnungsstruktur und im Zusammenhang damit ihr Abbildungs-
verhalten sowie die Bestimmung unterer und oberer Nachbarn sind der hauptsächliche 
Gegenstand dieses ersten Teils der Untersuchungen. 
1. Grundbegriffe und Bezeichnungen 
Nachfolgend ist X immer eine fest gewählte abzähl bar-unendliche Grundmenge. Die 
Menge aller Filter von X wird mit ~, die Menge aller Ultrafilter von X mit Ql bezeichnet. 
Ist MeineTeilmenge von X, so heißt M = {A: M cAc X} der von M erzeugte Haupt-
filter. Hierbei wird auch M = 0 zugelassen: Der Nullfilter 0 = " besteht aus allen Teil-
mengen von X. 
Hinsichtlich der zur mengen theoretischen Inklusion dualen Ordnung 
a :::; b: ~ a ::> b (a,b E ~) 
ist ~ ein vollständiger Verband mit 0 als feinstem und X als gröbstem Filter. Der Verei-
nigungsfilter V {aL: LEI} eines beliebigen Filtersystems besteht bei dieser Ordnung 
gerade aus den Mengen der Form U {A.: LEI} mit AL E aL (L E I), der Durchschnittsfilter 
A{aL: LEI} hingegen nur aus den endlichen Durchschnitten ALl n ... n AL" mit n E lN, 
Lj, ... , Ln E I und mit ALl E aLl"" ,AL" E a",. 
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Der Filterverband ist ein atomarer Yerband: Atome von ~ sind genau die Ultrafilter, 
und jeder Filter =1= 0 ist Yereinigungsfilter von Ultrafiltern. Spezielle Ultrafilter sind die 
" gebundenen Ultrafilter {x} (kürzer mit x bezeichnet), die von einer einpunktigen 
Menge erzeugt werden. Ultrafilter, die nicht in diesem Sinn an einen Punkt gebunden 
sind, werden freie Ultrafilter genannt. 
Dermition: Eine Menge {u,: LEI} von Ultrafiltern heißt disjunkt, wenn es Mengen U, E U, 
(L E I) gibt, die paarweise punktfremd sind. 
Jede endliche Menge von Ultrafiltern ist disjunkt. Umgekehrt kann eine disjunkte 
Menge von Ultrafiltern wegen der Abzählbarkeit von X selbst höchstens abzählbar 
sein. 
1.1 Eine Menge {un : nE lN} von Ultrafiltern istgenau dann disjunkt, wenn für je zwei Teil-
mengen A und B von lN aus A n B = 0 auch 
(1) 
folgt. 
Be w eis: Die Ultrafiltermenge sei disjunkt. Dann gibt es paarweise punktfremde 
Mengen Un E Un (n E lN). Es folgt 
U ' = U Um E V Um, U" = U Un E V Un 
mEA mEA nEB nEB 
und U ' n U" = 0, also (1). Umgekehrt sei jetzt (1) vorausgesetzt und außerdem, daß 
für v < n bereits paarweise punktfremde Mengen U, E U, mit X' = X \ (Uo u ... U Un. j ) 
E V {u[l: fA.~n} konstruiert sind. Zu A= {n}, B = {W fA.>n} und zu X' als neuer Grund-
menge gibt es dann wegen (1) ein Un E Un mit Un C X' und X' \ Un E V {u[l: fA. > n}. Damit 
sind paarweise punktfremde Mengen Un E Un (n E lN) induktiv konstruiert, die Menge 
von Ultrafiltern ist also disjunkt. • 
Der folgende Begriff wird zwar erst etwas später gebraucht, knüpft aber an den gerade 
behandelten Sachverhalt an. 
Definition: Eine Abbildung a: X --7 Q( soll stark injektiv genannt werden, wenn die Bild-
menge {ax: x E X} eine disjunkte Menge von Ultrafiltern ist. 
Offenbar ist jede stark injektive Abbildung auch injektiv. 
1.2 Es sei I eine unendliche Indexmenge, {ul : LEI} sei ein System paarweise verschie-
dener Ultrafilter von X, und tJ* sei ein Ultrafilter der Indexmenge I. Dann ist 
t\)= 1\ V Ul Y*EtJ* LEY* 
wieder ein Ultrafilter von X. 
Be w eis: Jedenfalls ist t\) ein Filter. Zum Nachweis der Ultrafiltereigenschaft sei M 
eine beliebige Teilmenge von X. Sie bestimmt die Teilmenge M* = {L: ME Ul } von l. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00053228
Abzählbar-primitive Ultrafilter 15 
Da 0* ein Ultrafilter von I ist, gilt M* E 0* oder 1\ M* E 0*. Im ersten Fall folgt ME 
V {Ut: L E M*} und daher ME tl). Im zweiten Fall ergibt sich wegen 
I\M* = {L: M ~Ut} = {L: X\MEUt} 
mit dem entsprechenden Schluß X \ ME tl). • 
Besonderes Interesse besitzt der Fall, daß I selbst abzählbar ist. Dann gibt es eine 
Bijektion rr X ~ I, und ° = {1f t V*: V* E o*} ist ein Ultrafilter von X. Schließlich wird 
durch a = u'lx eine Injektion a: X ~ 21 definiert. Der Ultrafilter tl) aus 1.2 soll bei dieser 
Situation mit (o,a) bezeichnet werden. 
Dermition: (o,a) = 1\ V ax 
VEO XEV 
mit ° E 21 und einer Injektion a: X ~ 21. 
Der Ultrafilter (o,a) wird von den Mengen der Form U{Ux: x EV} mit V E 0 und 
Mengen Ux E ax (x E V) erzeugt. Der Filter tl) aus 1.2 bestimmt aber ° und a nicht ein-
deutig: ° und a hängen ja außer von tl) auch noch von der Wahl der Bijektion l] ab. Der 
folgende Satz zeigt, daß der in der letzten Definition beschriebene Bildungsprozeß von 
Ultrafiltern bei Iteration eine gewisse Assoziativitätseigenschaft besitzt, wenn man bei 
den beteiligten Abbildungen X ~ 21 statt Injektivität sogar starke Injektivität voraus-
setzt. 
1.3 Es sei U ein Ultrafilter von X, und die Abbildungen a,ß: X ~ 21 seien stark injektiv. 
Dann wird durch yx= (ax,ß) eine ebenfalls stark injektiveAbbildung y: X ~2Idefiniert, 
und es ist 
((u,a),ß) = (u,y). 
Beweis: Zunächst wird die starke Injektivität von y nachgewiesen. Dazu seien A 
und B punktfremde Teilmengen von X. Weil a stark injektiv ist, gibt es punktfremde 
Mengen A' ,B' mit A' E ax für alle XEA und mit B' E ay für alle YE B. Und weil auch ß 
stark injektiv ist, gibt es zu A' ,B I ebenfalls punktfremde Mengen A", B" mit A" E ßx ' 
für alle x' E A' und mit B" E ßy' für alle y' E B'. Es folgt A" E (ax,ß) für alle x E A und 
B" E (ay,ß) für alle y E B, also 
A"EV{(ax,ß):xEA} und B"EV{(ay,ß):YEB}, 
wegen A" n B" = (I) somit die starke Injektivität von y. 
Eine Basis von 0= (u,a) bilden die Mengen der Form 
V= U Vx miteinemUEuundMengenVxEax. XEU 
Entsprechend bilden folgende Mengen eine Basis von tl) = (0, ß) = ( (u, a) ,ß): 
W=U{Wy:YE U Vx} mitUEu, VxEax und WyEßy. (2) 
XEU 
Eine Basis von yx besteht aus Mengen der Form 
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Daher bilden die Mengen 
W* = U W~ = U U W~ y mit U* E U, V~ E ax und W~ y E ßy (3) 
XEU* XEU* YEVi ' , 
eine Basis von (u, y). Bei gegebenem W in (2) wähle man in (3) speziell U* = U, V~ = Vx 
undW';.,y=Wy. Dann folgtW*=W. UmgekehrtseiW* in (3) gegeben. In (2) wähle man 
dann U = U* und V x = V~ . Ein Y E U {V x: XE U} kann in V x für mehrere Punkte x liegen. 
Man wähle einen Punkt x' unter diesen Punkten x aus und setze Wy = W~',Y' Es folgt 
W c W* und damit die behauptete Gleichung. • 
2. Abbildungen 
Es sei cp: X ~ X eine beliebige Abbildung. Ist a ein Filter von X, so ist {cpA: A E a} 
Basis eines Filters, der der Bildfilter von a genannt und mit cpa bezeichnet werden soll. 
In diesem Sinn induziert also jede Abbildung cp: X ~ X eine (der Einfachheit halber 
~ r--. 
ebenso bezeichnete) Filterabbildung cp: ~ ~~. Für sie ergibt sich cpo = 0, cpM = cpM, 
cp(Va,) = V(cpa,), aber (auch bei endlicher Indexmenge) im allgemeinen nur cp(Va,)::; 
V(cpa,). Lediglich bei injektiven Abbildungen gilt auch hier stets das Gleichheits-
zeichen. 
Ist u ein Ultrafilter von X, so ist auch cpu ein Ultrafilter. Für die von cp: X ~ X induzierte 
FiIterabbildung gilt also cp: Q1 ~ Q1. 
DefInition: Es sei u ein Ultrafilter, und CP,CPI,CP2 seien Abbildungen X ~ X. 
cp heißt injektiv auf u, wenn es eine Filtermenge U E u gibt, auf der cp injektiv ist. 
CPl und CP2 heißen gleich auf u (CPl = CP2 mod u), wenn cp] und CP2 auf einer Filtermenge 
U E u übereinstimmen. 
Ein bekanntes Ergebnis besagt 
2.1 Ist u ein Ultrafilter und ist cp eine Abbildung mit cpu = u, dann ist cp gleich der Identität 
aufu. 
Wie oben bemerkt wurde, sind Abbildungen im allgemeinen nicht mit der Durch-
schnittsbildung von Filtern vertauschbar. Im Sonderfall der Bildung von Ultrafiltern 
der Form (o,a) ist dies jedoch möglich. 
2.2 Es sei ° ein Ultrafilter, und a: X ~ Q1 sei (stark) injektiv. Dann giltfür beliebigeAbbil-
dungen cp: X ~ X 
cp (o,a) = 1\ V cp (ax). 
VEO XEV 
Ist cp hierbei injektiv, so ist mit a auch cpoa: X ~ Q1 (stark) injektiv, und es ist 
cp (o,a) = (o,cpoa). 
Be w eis: Der Ultrafilter 
(o,a) = 1\ V ax 
VEO XEV 




V E tJ und Ux E ax (x E V) erzeugt. Daher erzeugen die Mengen 
ep (U{Ux: XEV}) = U{epUx: XEV} 
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den Bildfilter ep (tJ,a), woraus unmittelbar die erste Behauptung folgt, die auch in 
der Form 
ep(tJ,a)= /\ V (epoa)x 
VEtJ XEV 
geschrieben werden kann. Daraus folgt aber sofort die zweite Behauptung, wenn epoa 
injektiv ist. Allgemein ist dies jedoch nur gewährleistet, wenn ep eine injektive Abbil-
dung ist. Schließlich sei a sogar stark injektiv. Dann gibt es paarweise punktfremde 
Mengen Ux E ax (x E X), und diese werden durch eine injektive Abbildung ep auch 
wieder auf paarweise punktfremde Bildmengen abgebildet. Bei injektivem ep ist daher 
mit a auch epoa stark injektiv. • 
Die für Filter erklärte Ordnungsrelation ::; ist für Ultrafilter bedeutungslos, weil bei ihr 
je zwei verschiedene Ultrafilter unvergleichbar sind. Man kann aber auf Q{ in natür-
licher Weise mit Hilfe von Abbildungen wenigstens eine Präordnung definieren. 
Definition: u .... tJ: ~ Es gibt eine Abbildung ep: X ~ X mit eptJ = U (u, tJ E Q{). 
u-tJ: ~u .... tJ und tJ .... u. 
Wie üblich wird statt u .... tJ gleichbedeutend auch tJ ~ u geschrieben. Die Relation .... ist 
reflexiv und transitiv, also eine Präordnung auf Q{ mit der zugehörigen Äquivalenz-
relation -. Die von u erzeugte Äquivalenzklasse soll mit u bezeichnet werden. Auf der 
Menge Q[ = Q{/- induziert .... dann eine (ebenso bezeichnete) Ordnungsrelation. Die 
geordnete Menge Q[ besitzt ein minimales Element, nämlich diejenige Klasse, die 
genau aus den gebundenen Ultrafiltern besteht. 
Aus u-tJ folgt die Existenz von Abbildungen ep,tV mit eptJ = u und tVu = tJ. Wegen (tVoep) 
tJ= tJ und (cpotV) u = u ist dann nach 2.1 einerseits tV0ep =id mod tJ und ebenso ep0tV = id 
mod u. Daher bildet ep eine Filtermenge V E tJ bijektiv auf eine Menge U EU ab mit der 
Umkehrabbildung tV. 
2.3 Es seien tJ, tJ' Ultrafilter, und tV sei eine Abbildung mit tVtJ = tJ' (d. h. tJ ~ tJ'). Ferner sei 
a: X ~ Q{ stark injektiv, a': X ~ Q{ sei injektiv, und für alle x aus einer Menge V E tJ sei 
ax ~ a' (tVx) erfüllt. Dann gilt auch 
(tJ,a) ~ (tJ',a'). 
Be w eis: Da a stark injektiv ist, gibt es paarweise punktfremde Mengen Ux E ax 
(x EX). Wegen ax ~ a' (tVx) gibt es weiter Abbildungen epx: Ux~X mit epx(ax) = a' (tVx). 
Weil die (eingeschränkten) Definitionsbereiche der Abbildungen epx paarweise punkt-
fremd sind, wird auf U = U{Ux: x E X} durch epz = epxz für z E Ux eine Abbildung 
ep: U ~ X mit ep( ax) = epx( ax) = a' (tVx) definiert. Wegen 2.2 ergibt sich daher 
ep (tJ,a) = /\ V ep(ax) = /\ V a'(tVx) 
VEtJ XEV VEtJ XEV 
= /\ V a'y= /\ V a'y= (tJ',a') 
VEtJ YEtVV V'EtJ' YEV' 
und damit (tJ,a) ~ (tJ', a'). • 
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Der soeben bewiesene Satz beschreibt jedoch keine Klasseneigenschaft, weil die die 
Relation v ~ v' bewirkende Abbildung 'Ij! explizit in die Voraussetzungen eingeht. 
Aus Symmetriegründen ergibt sich der folgende Satz nach dem soeben gewonnenen 
Ergebnis. 
2.4 Es seien v,v' Ultrafilter, und 'Ij! sei eine auf v injektive Abbildung mit 'IjIv = v' (also 
v- v'). Ferner seien a, a': X ---0> Q1 stark injektive Abbildungen, und für alle x aus einer 
Menge V E V sei ax-u' ('ljlx) erfüllt. Dann gilt auch 
(v,a) - (v',a'). 
Eine Umkehrung dieses Satzes ist im allgemeinen nicht möglich, wohl aber bei geeig-
neten Einschränkungen der Wertbereiche von a und a' , wie sich später (4.2) zeigen 
wird. 
3. Primitive Ultrafilter 
Die durch ... geordnete Menge it besitzt, wie oben bemerkt, ein kleinstes Element, 
nämlich die aus den gebundenen Ultrafiltern bestehende Klasse. it besitzt aber auch 
Atome, also obere Nachbarn der kleinsten Klasse. Diese Atome werden von Ultra-
filtern eines bekannten Typs erzeugt. 
Dermition: Ein Ultrafilter p von X heißt primitiv, wenn er ein freier Ultrafilter ist und 
wenn für jede Abbildung cp: X ---0> X eine der beiden folgenden Eigenschaften erfüllt ist: 
(1) cp ist injektiv aufp (also cpp-p). 
(2) cpp ist ein gebundener Ultrafilter (also cpp= x mit einem x EX). 
Hiernach sind die primitiven Ultrafilter hinsichtlich der Präordnung ... VOn Q{ genau die 
oberen Nachbarn gebundener Ultrafilter. Der folgende Satz zeigt, daß die von primi-
tiven Ultrafiltern erzeugten Äquivalenzklassen auch nur aus primitiven Ultrafiltern 
bestehen, so daß also die Atome von it genau die Äquivalenzklassen primitiver Ultra-
filter sind. 
3.1 Es sei p ein primitiver Ultrafilter, und für den Ultrafilter q gelte p- q. Dann ist auch q 
ein primitiver Ultrafilter. 
Be w eis: Wegen p - q gibt es Mengen PEP, Q E q und eine Bijektion 'Ij!: P ---0> Q mit 
'lj!p = q. Daher ist q jedenfalls wie p ein freier Ultrafilter. Weiter sei cp: X ---0> X eine belie-
bige Abbildung. Dann gilt cpq = (cpo'lj!) p, und, weil p ein primitiver Ultrafilter ist, muß 
cp 0 'Ij! auf p injektiv sein, oder es gilt (cp 0 'Ij!) p = x mit einem XE X. Im ersten Fall folgt, 
daß cp auf 'lj!P= q injektiv ist. Im zweiten Fall ergibt sich analog cpq = (cpo'lj!) p = x. Daher 
ist auch q ein primitiver Ultrafilter. • 
Die Menge aller primitiven Ultrafilter VOn X soll mit 'P bezeichnet werden. Bekannt ist, 
daß es in 'P überabzählbar viele paarweise inäquivalente Ultrafilter gibt. itbesitzt daher 
ebenfalls überabzählbar viele Atome. Bekannt ist weiter, daß primitive Ultrafilter 
auch mit Hilfe VOn Zerlegungen gekennzeichnet werden können. Unter einer Zer-
legung 3 VOn X soll immer ein System nicht leerer, paarweise punktfremder Mengen 
mit U {Z: Z E 3} = X verstanden werden. 
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3.2 Ein freier Ultrafilter P ist genau dann primitiv, wenn für jede Zerlegung 3 von X eine 
der beiden folgenden Bedingungen erfüllt ist: 
(a) Es gibt eine Menge PEP mit IP n zi $ 1 für alle Z E 3. 
(b) Es gibt ein ZE 3 mit Z E p. 
Be w eis: Die Mengen einer Zerlegung 3 können mit Punkten aus X indiziert werden, 
so daß 3 = {Zx: XE M} mit einer Teilmenge M von X gilt. Durch <py = x für y E Zx wird 
dann eine Abbildung <p: X ~ X mit Im<p = M und mit <p - {x} = Zx für x E M definiert. 
Umgekehrt bestimmt jede Abbildung <p: X ~ X eine Zerlegung 3 = {Zx: XE Im<p} mit 
Zx = <p- {x}. Bei dieser Entsprechung· zwischen Zerlegungen und Abbildungen ist 
(a) mit der Eigenschaft (1) aus der Definition gleichwertig, und (b) ist gleichwertig 
~m· • 
Eine wichtige Eigenschaft primitiver Ultraftilter bezieht sich auf abzählbare Teil-
mengen von 1). 
3.3 Jede abzählbare Menge {Pn: nE lN} primitiver Ultrafilter ist disjunkt: Es gibt eine Zer-
legung {Zn: nE lN} von X mit Zn E Pnfür alle nE lN. 
B ewe i s : Anschließend wird der folgende Hilfssatz bewiesen. 
Hilfssatz: Es gibt ein Po E Po mit X\Po E Pn für alle n:::: 1. 
Mit seiner Hilfe ergibt sich dann die Behauptung des Satzes folgendermaßen durch 
Induktion. 
Für festes n E lN seien bereits paarweise punktfremde Mengen Po E Po, ... ,P nE Pn so kon-
struiert, daß X' = X\(Po u ... u P n) E Pv für alle v> n erfüllt ist. Induktionsbeginn ist 
dabei der Hilfssatz. Wendet man nun den Hilfssatz auf X' als neue Grundmenge und 
auf die Menge {Pv: v>n} von Filtern sinngemäß an, so folgt die Existenz einer Menge 
Pn+1 EPn+l mit Pn+1 c X', also mit Pn+1 n (Pou ... uPn) =O, und mit X\(Pou ... uPn+ l ) = 
X'\p n+ I E Pv für alle v> n + 1. Die so konstruierten Mengen P n bilden bereits eine Zer-
legung der behaupteten Art, allerdings im allgemeinen nur von einer Teilmenge von X. 
Setzt man nun Zn = Pn für n:::: 1 und Zo = X\U{Zn: n:::: I}, so erfüllt 3 = {Zn: nE lN} die 
Behauptung des Satzes. 
Beweis des Hilfssatzes: Für n:::: 1 werden Mengensysteme ein mit eincein+1 und 
mit folgenden Eigenschaften induktiv definiert: 
(a) ein ist ein endliches System nicht leerer, paarweise punktfremder Mengen. 
(b) U {S: SE ein} E Pv für 1 $v $n. 
(c) X\U{S: SE ein} E Po. 
Wegen PI =FPo gibt es eine Menge SI E PI mit X\SI E Po. Dann sei eil = {SI}. Offensichtlich 
sind (a)-(c) erfüllt. 
Es seien nun eil, ... ,ein entsprechend konstruiert. Da Pn+ I ein Ultrafilter ist, gilt 
U{S:SEein}EPn+1 oder aber X\U{S:SEein}EPn+l-
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Im ersten Fall sei <50+1 = <50. Dann gelten (a)-(c) auch für <5oH Im zweiten Fall gibt es 
wegen 1'0+1 * Po ein So+1 E 1'0+1 mit So+1 C X\U{S: SE <50} und X\SO+I E Po· Dann sei 
<50+1 = <50 u {So+l}, und auch hier sind wieder (a)-(c) erfüllt. 
Wenn nun die so konstruierte Folge (<50)0"'=1 stationär ist, wenn also <50 = <500 für n 2::: no 
mit einem geeigneten no gilt, dann ist wegen (c) 
Po=X\U{S: SE<5oo} 
eine Filtermenge aus Po der im Hilfssatz behaupteten Art. 
Wenn andernfalls (<50)0"'=1 nicht stationär ist, dann erhält man mit S* = X\U U S fol-n~l SEen 
gende Zerlegung <5 von X: 
{ 
U{<5o: n2:::1} S* =0 
<5= U{<50:n2:::1}u{S*} wenn S**0. 
Da Po primitiv ist, tritt einer der beiden folgenden Fälle ein. 
Fa 11 1: Es gibt ein PoEPo mit IPon SI::51 für alle SE <5. 
Wegen (a) und (b) ist für n 2::: 1 die Menge P~ = U {S: SE <5} \po eine Filtermenge aus Po 
mit P~ n Po = 0; d. h. Po erfüllt die Behauptung des Hilfssatzes. 
Fall 2: Es gibt ein SE <5 mit S E Po. 
Aus SE <50 für ein geeignetes n folgt ein Widerspruch zur Eigenschaft (c) von <50. Daher 
muß S = S* *0 erfüllt sein, und Po= S* ist eine Filtermenge aus Po wieder der im Hilfs-
satz behaupteten Art. • 
Primitive Ultrafilter sind zwar obere Nachbarn der gebundenen Ultrafilter hinsichtlich 
der Präordnung .... Es gibt aber auch echt fallende unendliche Ultrafilterfolgen, die 
gegen gebundene Ultrafilter konvergieren, die primitiven Ultrafilter also vermeiden. 
Definition: Es sei (Uo)odl eine Ultrafilterfolge, und für jedes n sei <Po eine Abbildung mit 
<Pouo = Uo+h die auf Uo nicht injektiv ist. Dann soll ein Ultrafilter U Limes dieser Folge 
genannt werden, wenn er folgende Eigenschaften besitzt: 
(1) Es gibt Abbildungen 't/'o mit 't/'o Uo = U und mit 't/'o = 't/'o+ 10 <Po (n E IN). 
(2) 1st u* ein Ultrafilter mit Abbildungen 't/'~, die ebenfalls 't/'~uo = u* und 't/'~ = 't/'~ +1 o<po 
(n E IN) erfüllen, dann gibt es eine Abbildung X mit XU = u* und 't/'~ = XO't/'o mod 
Uo (n EIN). 
3.4 Zu jeder Ultrafilterfolge (UO)OEIN und Abbildungen <Po mit <PoUo = Uo + 1 gibt es einen bis 
auf Äquivalenz eindeutigen Limes. 
Be w eis: Für alle n sei <p~ = <Po 0 ... o <Po. Durch 
x=y: ~ Es gibt ein nEIN mit <p~x = <p~y 
wird in X eine Äquivalenzrelation definiert: Reflexivität und Symmetrie ergeben sich 
unmittelbar. Die Transitivität folgt daraus, daß mit <p~x = <p~y auch <p~x = <p~y für alle 
v> n gilt. Bei fester Wahl von Repräsentanten der Äquivalenzklassen kann die Quo-
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00053228
Abzählbar-primitive Ultrafilter 21 
tientenmenge X = XI=- in X eingebettet werden, so daß die kanonische Abbildung 
'Ij!: X ~ X im Sinn dieser Einbettung gleich als Abbildung 'Ij!: X ~ X aufgefaßt werden 
soll. Dann sei u = 'lj!uo. 
u ------------------------~ 
x 
Da bei festem n aus cp~x = cp~y auch 'lj!x = 'lj!y folgt, kann 'Ij! in der Form 'Ij! = 'lj!n 0 cp~ fak-
torisiert werden, und die damit definierten Abbildungen 'lj!n erfüllen offenbar Eigen-
schaft (1) der Definition. 
Aus 'lj!x = 'lj!y, also x=- y, folgt zunächst cp~x = cp~y für ein geeignetes n und damit weiter 
'lj!öx = ('Ij!~ocp~)x = ('Ij!~ocp~)y = 'lj!Öy. 
Daher gestattet 'lj!ö eine Faktorisierung 'Ij!(') = xo'lj!, und es folgt 
xu = (xo'lj!)uo = 'lj!öUo = u* sowie 
'Ij!~un = u* = Xu = (x 0 'lj!n) un· 
Damit ist auch Eigenschaft (2) erfüllt. Nach ihr müssen sich zwei Limites derselben 
Folge wechselseitig auf einander abbilden lassen, müssen also äquivalent sein. • 
Zur Konstruktion eines Beispiels sei X = IN. Jedes x E X mit x >0 besitzt eine eindeutige 
Darstellung 
x = 2e(x)(1+2· fo(x)). 
Es sei dann 
fn+1(x) = fo(fn(x)) (n>O, x>O) und fn(O) =0 (n~O). 
Bei festem n bilden die Mengen 
Z(k) = {x: fn(x) = k} 
eine Zerlegung 3(n) = {Z(k): kEIN} von X. Die so erhaltene Zerlegungsfolge (3(n»)nEI-I 
besitzt folgende Eigenschaften: 
(a) IZ(k)1 = ist abzählbar-unendlich (n,k E IN). 
(b) 3(n+ 1) ist Vergrößerung von 3(n): Zu jedem kEIN gibt es ein I E IN mit Z(k) C Z(7+1) (n E IN). 
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(c) Für alle n,IEIN ist I{k: Z(k)CZ('l+l)}1 =abzählbar-unendlich. 
(d) Für alle x, Y E X gibt es ein nEIN mit x E Z(g) und Y E Z(g). 
Die Eigenschaften (a)-(c) ergeben sich leicht aus der Definition der Zerlegungen. Da 
bei fesftem x E X die Folge der Zahlen fn(x) strikt abnimmt, so lange fn(x) > 0 gilt, gibt 
es ein no mit flx) = 0 für alle v;:::: no. Daraus folgt unmittelbar (d). 
Mit Hilfe der so gewonnenen Zerlegungsfolge (3(n) wird nun zunächst eine Filterbasis 
konstruiert. 
Q)(n) = {X\ U Z(k): ~ c IN und für alle I E IN gibt es höchstens endlich viele k E ~ 
kE~ mitZ(k)CZ<'l+l)}, 
Q) = U Q)(n). 
nEIN 
Der Durchschnitt zweier Mengen aus Q)(n) gehört wieder zu Q)(n). Weiter enthält jede 
Menge aus Q)(n) für m > n wegen (b) auch eine Menge aus Q)(m). Zusammen folgt hieraus, 
daß Q) eine Filterbasis für einen Filter a ist, der allerdings kein Ultrafilter ist. 
Wegen (c) sind die Mengen aus Q) nicht leer. Daher gilt a =1= 0, und es gibt einen Ultra-
filter u mit u $ a. 
Durch Cjl~(x) =k für XE Z(k) wird eine Abbildung Cjl~: X~X definiert, und Un =Cjl~u ist ein 
Ultrafilter von X. Wegen (b) kann Cjl~+1 in der Form Cjl~+1 = qJnOqJ~ faktorisiert werden. 
Es folgt Un+1 = Cjlnun. 
Wäre Un ein gebundener Ultrafilter, müßte zf~) E U mit einem geeigneten ko gelten. 
Wegen 
X\Zf~) = X\ U Z(k) E a 
kE {ko} 
gilt aber im Widerspruch hierzu erst recht X\zt) E u. Also ist (Un)nElN eine unendliche 
Folge freier Ultralfilter. 
U 
Cjlo ;I \ Cjl~+1 
Uo Cjlo )UI~ '" ---;'Un Cjll Cjln )Un+l~ ... 
Es soll jetzt die Annahme, daß Cjln auf Un injektiv ist, zum Widerspruch geführt werden. 
Aus der Annahme folgt die Existenz einer Menge Un E Un, auf der Cjln injektiv ist. Zu Un 
gibt es ein U E U mit Un = Cjl~u. Die Wirkung von Cjln auf U n erfolgt nun so: Zu k E U n gibt 
es ein x E U mit XE Z(r), so daß k = Cjl~x gilt. Zu k existiert eindeutig ein I mit Z(k) C Z(?+ I), 
und es ist dann Cjlnk = I. Die Injektivität von Cjln auf U n besagt daher, daß für alle I die 
Bedingung U n Z(k) =1=0 für höchstens ein k mit Z(k) C Z('l+l) erfüllt sein kann. Diese 
zu Werten I gehörenden k bilden aber eine Menge ~ der in der Definition von Q)(n) 
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geforderten Art, so daß A = X\ u Z(~) eine Menge aus u ist; erst recht gilt also A E u. 
kEL 
Im Widerspruch dazu ist aber U c U Z(~), was U IIA = 0 und damit den Widerspruch 
U = 0 zur Folge hat. k E L 
Schließlich besagt (d), daß die Ultrafilterfolge (uo) hinsichtlich der zugehörigen Abbil-
dungsfolge (<Po) gegen den gebundenen Ultrafilter 0 konvergiert. 
4. Abzählbar-primitive Ultrafilter 
Gegeben sei ein freier Ultrafilter m von X. Eine beliebige Filtermenge WEm ist dann 
abzählbar unendlich. In W, aufgefaßt als neue Grundmenge, gibt es daher primitive 
Ultrafilter, so daß die Menge 
A~= {P:PE'PAWEp} 
nicht leer ist. Unmittelbar ergibt sich A~111 A~2 = A~1 11 w,. Damit ist {A~: WEm} Basis 
eines Filters u* *0 von 'P. Aus der Definition vonA~folgt unmittelbarW E V {p: pEA~} 
und daher 
0* /\ V P=/\ V*p::;m. 
A*EU* pEA* WEm pEAw 
Da aber m als Ultrafilter vorausgesetzt wurde, gilt rechts sogar das Gleichheitszeichen. 
Im allgemeinen ist u* allerdings kein Ultrafilter von 'P. Verfeinert man jedoch u* zu 
einem Ultrafilter u* von 'P, so ergibt sich wieder 
0* /\ V P::; /\ V P =m, 
U*EU* PEU* A*EU* pEA* 
und wegen der Ultrafiltereigenschaft gilt sogar 
/\ V P =m. 
U* EU* PEU* 
Hierbei ist aber u* kein Ultrafilter von X, sondern von 'P. Die Filtermengen von u* 
besitzen daher im allgemeinen überabzählbare Mächtigkeit. Nur in Spezialfällen wird 
ein Ultrafilter u*::; u* existieren, der abzählbare Filtermengen besitzt, so daß man ihn 
auch als Filter von X auffassen kann. Auf derartige Sonderfälle bezieht sich die fol-
gende Begriffsbildung. 
Definition: Ein Ultrafilter m von X soll abzählbar-primitiv genannt werden, wenn es eine 
abzählbare Teilmenge {Po: nEIN} von 'P mit m::; V {Po: nEIN} gibt. 
Jeder abzählbar-primitive Ultrafilter ist ein freier Ultrafilter: Für alle Punkte x E X ist 
X\ {x} Filtermenge jedes freien Ultrafilters, insbesondere also jedes primitiven Ultra-
filters, so daß jedenfalls SC A V {Po: nEIN} = 0 bei beliebiger Wahl der primitiven Ultra-
filter gilt. 
4.1 Die abzählbar-primitiven Ultrafilter sind genau diejenigen Ultrafilter m, die eine Dar-
stellung m = (0, a) mit einem Ultrafilter 0 von X und einer Injektion a: X ~'P besitzen. 
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Beweis: Ausm= (o,a) folgt 
m= /\ Vax:::; Vax, 
VEm XEV XEX 
und {ax: x E X} ist eine abzählbare Menge primitiver Ultrafilter. 
Umgekehrt sei m abzähl bar-primitiv. Es gibt also eine abzähl bare Menge primitiver 
Ultrafilter, die mit den Punkten von X indiziert werden können, so daß 
(4) 
erfüllt ist. Wegen 3.3 gibt es eine Zerlegung {Zx: x E X} von X mit Zx E Px für alle XE X. 
Mit der durch diese Zerlegung definierten Abbildung cp: X ~ X, nämlich cpy = x für 
Y E Z., sei dann 0 = cpm. Als Bild eines Ultrafilters ist 0 selbst ein Ultrafilter. Gezeigt 
werden soll jetzt, daß für jede Filtermenge V E m 
m /\ V Px=l= 0 
XEV 
gilt. Dann folgt auch mit der durch ax = Px (x E X) definierten Injektion a: X ~'P 
m/\ (o,a) =m/\ /\ V Px=l=o. 
VEm XEV 
(5) 
Und weil mund (o,a) Ultrafilter sind, ergibt sich hieraus sogar m = (o,a), also die 
Behauptung. Nachzuweisen ist somit nur noch (5). 
ZuV gibt es ein W1 EmmitcpW1 cV, also mitWl cU{Zx: XEV}. Nimmt man nun an, daß 
(5) nicht erfüllt ist, gibt es ein W2 E mund Filtermengen Px E Px (x E V) mit W2 n U {Px: 
X E V} = 0. Schließlich gibt es wegen (4) ein W3 E m mit W3 c U {P x: X E V} U U {Zy: 
YEX\V}. Dann istW=W1 nW2 nW3 eine Menge aus m mit 
(1) Wc U Zx, (2) Wn U Px=0, (3) Wc U Pxu U Zy. 
XEV XEV XEV YEX\V 
Aus (1) und (3) folgt aber 0 =1= W cU {P x: X E V} im Widerspruch zu (2). • 
Aus dem Beweis geht hervor, daß in einer Darstellung m = (0, a) der Ultrafilter 0 durch 
m sicher nicht eindeutig bestimmt ist. Er hing ja zum Beispiel von der willkürlichen Indi-
zierung der primitiven Ultrafilter ab. Eine Änderung dieser Indizierung bewirkt aller-
dings nur, daß 0 einer Bijektion unterworfen wird. Außerdem können noch die betei-
ligten primitiven Ultrafilter Px mit Indizes außerhalb einer Menge V E 0 beliebig abge-
ändert werden. Der folgende Satz zeigt aber, daß damit auch die mögliche Willkür bei 
einer solchen Darstellung von m erschöpft ist. 
4.2 Es sei mein abzählbar-primitiver Ultrafilter, der Darstellungen 
m=(o,a)=(o*,a*) 
mit Ultrafiltern 0,0* von X und Injektionen a, a*: X ~'P besitzt. Dann gibt es eine auf 0 
injektive Abbildung ö: X~Xmit 0* =öo und a= a*oö mod m. 
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Be w eis: Da die Mengen A = {ax: x E X} und A* = {a*x: x E X} primitiver Ultrafilter 
abzähl bar sind, gilt dies auch für ihre Vereinigung A u A* = {Pn: nEIN'}. Wegen 3.3 gibt 
es eine Zerlegung {Zn: nEIN'} von X mit Zn E Pn für alle nEIN'. Die Mengen 
Mo=U{Zn: PnEAnA*}, MI =U{Zn: PnEA\A*}, 
M2 =U{Zn: PnEA*\A} 
bilden daher ihrerseits eine Zerlegung von X. Und da ttl ein Ultrafilter ist, kann nur 
gen au eine dieser drei Mengen eine Filtermenge von ttl sein. Wegen ttl = (o,a) muß 
Mo u MI E ttl und wegen ttl = (0* ,a*) entsprechend Mo u M2 E ttl gelten. Es folgt somit 
Mo=(MouMI) n (MouM2)Ettl. 
Dann sind 
V = {x: MoE ax} und V* = {x: MoE a*x} 
Filtermengen aus 0 bzw. 0*, und durch Ö = a*-I oa wird eine Bijektion ö: V~V* defi-
niert. Es folgt a= a*oö auf V, also a= a*oö mod o. Die Mengen 
Vw = {x:WEax} und V~= {x:WEa*x} (WEttl) 
bilden Basen von 0 bzw. 0* mit öVw= V~, woraus sich schließlich öo = 0* ergibt. • 
Die Darstellung abzählbar-primitiver Ultrafilter ttl in der Form ttl = (o,a) ist also im 
Sinn des letzten Satzes bis auf Bijektionen eindeutig. Ausdrücklich bemerkt sei noch, 
daß die hierbei auftretenden Injektionen a: X~'P wegen 3.3 automatisch stark injektiv 
sind. 
Es soll nun das Abbildungsverhalten abzähl bar-primitiver Ultrafilter ttl untersucht 
werden. Dazu sei wieder ttl= (o,a), und cp: X~X sei eine beliebige Abbildung. Wegen 
2.2 ist dann 
cpttl = /\ V cp(ax). 
VEO XEV 
Da 0 ein Ultrafilter ist, gilt für die Menge 
M = {x: cp( ax) ist ein gebundener Ultrafilter} 
entweder M E 0 oder X\M E o. Diese Fallunterscheidung hängt aber nicht von der 
speziellen Darstellung, also von 0 und a, sondern wegen 4.2 nur von ttl ab, da ja ver-
schiedene Darstellungen durch Bijektionen aus einander hervorgehen. Nur der Ein-
fachheit halber wird bei den folgenden Begriffsbildungen und Sätzen immer eine feste 
Darstellung ttl = (o,a) mit 0 EQ! und mit einer Injektion a: X~'P zugrunde gelegt. 
Definition: Eine Abbildung cp: X ~ X soll punktuell auf ttl heißen, wenn es ein V E 0 gibt, 
so daß für alle x E V der Bildfilter cp( ax) ein gebundener Ultrafilter, also ein einpunktiger 
Hauptfilter ist. 
Die Abbildung cp soll konservativ auf ttl genannt werden, wenn es ein V E 0 gibt, so daß cp 
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Diese bei den Begriffe entsprechen offenbar der obigen Fallunterscheidung: Im ersten 
Fall kann V = M, im zweiten V = X\M gewählt werden. Auf ro punktuelle Abbildungen 
sind auf ro nicht injektiv. Für die nächsten Sätze soll neben der Darstellung ro = < I),a) 
noch eine Zerlegung {Zx: x E X} von X mit Zx E ax für alle x E X fest gewählt sein. In 
schon mehrfach benutzter Weise bestimmt sie eine Abbildung :n: durch :n:y = x für y E Zx. 
4.3 Die Abbildung :n: ist auf ro punktuell, und es gilt :n:ro = 1). Zu jeder auf ro ebenfalls 
punktuellen Abbildung <p gibt es eine Abbildung <p' mit <p = <p' o:n: mod ro, also mit 
<pro = <p'I). 
Beweis: Wegen ZxE ax und :n:Zx= {x} folgt :n:(ax) =x. Daher ist:n: auf ro punktuell. 
Außerdem ergibt sich 
:n:ro= 1\ V :n:(ax)= 1\ V x= 1\ \1=1). 
VEI) XEV VEI) XEV VEI) 
r---. 
Weiter sei <p auf ro ebenfalls punktuell. Es gibt also ein Vo E I) mit <p( ax) = <p'X für alle 
XE VO, wodurch gleichzeitig eine Abbildung: <p': Vo~ X definiert wird. Es folgt 
r-. 1\ r--. 
<pro = 1\ V <p(ax) = 1\ V <p'X = <p'V 
VEI) XEV VEI) XEV VEI) 
= <p'I) = (<p' o:n:)ro 
und daher <p = <p' o:n: mod ro. • 
Im Fall einer auf ro konservativen Abbildung <p sind die Bildfilter <p( ax) für alle x aus 
einer geeigneten Filtermenge V E I) wieder primitive Ultrafilter, die höchstens dann 
übereinstimmen können, wenn die entsprechenden Originalfilter ax äquivalent sind. 
Durch 
x qf y: ~<p(ax) = <p(ay) 
wird auf X eine Äquivalenzrelation definiert. Es sei dann 1']<p: X ~ X eine solche Abbil-
dung, die jedem x einen fest gewählten Repräsentanten 1']<px der von x erzeugten Äqui-
valenzklasse zuordnet, so daß also 1']<pxqfx gilt. Jede solche Abbildung 1']<p soll eine zu <p 
gehörende Identifizierungsabbildung genannt werden. 
Unabhängig von einer gegebenen Abbildung wird auch durch 
x = x: ~ax ~ ay 
eine Äquivalenzrelation bestimmt, und 1']: X ~ X sei wieder eine Abbildung, bei der 1'] x 
ein fester Repräsentant der von x erzeugten Äquivalenzklasse ist. Weiter sei nun aber 
noch für jedes x eine Bijektion xx: Zx~Z~x so gewählt, daß xx( ax) = a(1']x) erfüllt ist, 
was ja wegen ax~a(1']x) möglich ist. Speziell kann x~x als Identität von ~x angenom-
men werden. Durch 
xy = xxy für y E Zx 
wird dann eine Abbildung x: X~X mit x(ax) = a(1']x) für alle x E X definiert. 
4.4 Es ist x eine auf ro konservative Abbildung mit xro = < 1']1), a) . Genau dann ist x injektiv 
auf ro, wenn es ein V E I) gibt, so daß die Filter ax mit x E V alle paarweise inäquivalent 
sind. Gleichwertig hiermit ist, daß 1'] auf V die Identität ist. 
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Zu jeder auf)l) konservativen Abbildung cp gibt es eine Abbildung cp' mit cp' ocp = x mod )l). 
Es gilt Cp)l) = (l]",o,cp ° a) mit einer beliebigen Indentifizierungsabbildung l]", von cp. 
B ewe i s: Wegen x(ax) = a(l]x) ist x injektiv aufax für alle XE X, also jedenfalls kon-
servativ auf )l). Außerdem ergibt sich 
X)l)= /\ V a(l]x)= /\ V ay= /\ V ay 
VEO XEV VEO YEl]V V'El]O YEV' 
= (l]o,a). 
Weiter ist x nach Konstruktion genau dann injektivauf)l), wenn l] auf einer Menge V E 0 
injektiv ist. Dies ist aber gleichwertig damit, daß die Filter ax für X E V alle paarweise 
inäquivalent sind, und dies ist wieder gleichwertig damit, daß l] sogar die Identität 
auf V ist. 
Schließlich sei jetzt cp eine auf )l) konservative Abbildung mit einer zugehörigen Identi-
fizierungsabbildung l]",. Es gibt dann ein V E 0 und zu allen x E V Filtermengen Px E ax, 
so daß cp: px~p~.x eine Bijektion ist. Aus l]",x = l]",Y (x,y EV) folgt daher ax ~ ay und 
damit l]x = l]Y· Mit einer Abbildung l]' gilt somit l] = l]' 0l]", mod 0. Bei festem x und 
Y =l]",x wird durch cp~ =XOcp·l eine Abbildung: cp~: p~.x~xPx definiert und damit dann 
auch eine Abbildung cp': U p~.x~x U Px. Auf der Filtermenge W= U Px von 
XEV XEV XEV 
)l) gilt dann x = cp' ° cp. Außerdem erhält man 
Cp)l)= /\ V cp(ax)= /\ V cp(a(l]",x»= /\ 
VEO XEV VEO XEV V'El]",O 
= (l]",o,cpoa), 
weil ja cpoa auf Im l]", wieder injektiv ist. 




Für die Struktur der präge ordneten Menge 2( und der geordneten Menge Q} besitzt der 
Begriff des unteren bzw. oberen Nachbarn Bedeutung. 
Definition: 0 heißt ein unterer Nachbar von )l) und )l) ein oberer Nachbar von u, wenn 
o .... )l), aber nicht 0 ~)l) gilt und wenn aus 0 .... U .... )l) stets U ~ 0 oder U ~)l) folgt. 
Gleichwertig hiermit sind wegen der Definition der Präordnung folgende zwei Bedin-
gungen: 
(1) Es gibt eine auf)l) nicht injektive Abbildung cp mit Cp)l) = 0. 
(2) Für jede Abbildung 1/' mit 1/')l) = 0 folgt aus 1/' = 1/'201/'1, daß 1/'1 auf)l) oder 1/'2 auf 
1/' I)l) injektiv ist. 
Die Nachbarschaftsbeziehung ist eine Klasseneigenschaft: Gilt o~o' und )l)~)l)', so ist 
o genau dann unterer Nachbar von )l), wenn 0' unterer Nachbar von )l)' ist. 
Es sei jetzt wieder)l) ein abzählbar primitiver Ultrafilter mit der Darstellung)l) = (o,a). 
Mit der punktuellen Abbildung Jt aus 4.3 gilt Jt)l) = 0. Weiter sei 1/' = 1/'2 ° 1/'1 eine Abbil-
dung, für die ebenfalls 1/')l) = 0 ist. Es gibt dann die beiden Möglichkeiten, daß 1/' punk-
tuell oder konservativauf)l) ist. Zunächst soll der erste Fall untersucht werden. 
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Es sei also 'lj! punktuell auf ro. Wegen 4.3 folgt 'lj! = 'lj!' on. Nun gilt aber 0 = 'lj!ro = 'lj!'(nro) 
= 'lj!'O, weswegen nach 2.1 sogar 'lj!' = id mod 0 erfüllt sein muß. Daher gibt es ein V E 0 
mit 'lj!(ax) = n(ax) =x für alle x EY. Ist nun 'lj!1 ebenfalls punktuell auf ro, gilt also 
'lj!1 (ax) = Xx für alle x aus einer Filtermenge VI E 0 mit VI c V, so folgt ('lj!2 0 X) x = 
('lj!20'lj!1) (ax) =x und daher 'lj!20X =id mod 0, so daß in diesem Fall 'lj!2 auf 'lj!lro injektiv 
ist. Andernfalls ist 'lj!1 konservativ auf ro, es gibt also ein V2 EO mit V2 cV, so daß 'lj!1 auf 
allen Filtern ax mitx EV2 injektiv ist. Wegen 'lj!2('lj!1(ax)) ='lj!(ax) =x müssen dann aber 
die Bildfilter 'lj!l(ax) für x EV2 alle paarweise verschieden sein, und nun ist 'lj!1 sogar 
auf ro injektiv. Im Fall einer punktuellen Abbildung 'lj! ist also auch die Bedingung (2) 
dafür erfüllt, daß 0 unterer Nachbar von ro ist. 
Anders liegen die Verhältnisse jedoch, wenn 'lj! auf ro konservativ ist. Wegen 4.4 gilt 
dann 
O='lj!ro= (1]1j!o,'lj!oa) 
mit einer zu 'lj! gehörenden Identifikationsabbildung l]1j!' Hier kann es aber vorkom-
men, daß sich im Sinn der Präordnung zwischen 0 und l]1j!0 noch Ultrafilter (u. U. sogar 
unendlich viele) echt einfügen lassen. Dies führt dann zu einer Faktorisierung von 1]1j!' 
die sich zu einer Faktorisierung von '\j! liften läßt, wobei keine der Faktorabbildungen 
auf dem entsprechenden Filter injektiv ist. Tritt dieser Umstand ein, ist 0 also kein 
unterer Nachbar von ro. 
In vielen belangreichen Fällen tritt diese ungünstige Situation allerdings nicht ein, wie 
sich später zeigen wird. Außerdem gibt es aber auch einen speziellen Ultrafiltertyp, der 
diese Situation vermeidet. 
Definition: Ein Ultrafilter ro soll stabil genannt werden, wenn er einen unteren Nachbarn 
o besitzt und wenn für alle Ultrafilter u aus u ... ro und u+ ro stets u ... o folgt. 
Offenbar sind primitive Ultrafilter auch stabil. Unmittelbar folgt aus der Definition, 
daß stabile Ultrafilter bis auf Äquivalenz nur genau einen unteren Nachbarn besitzen. 
Schließlich ist die Stabilität eine Klasseneigenschaft, weil mit ro auch jeder zu ro äqui-
valente Filter stabil ist. 
5.1 Ein Ultrafilter ro ist genau dann stabil, wenn es eine Abbildung cp gibt, die auf ro nicht 
injektiv ist, und wenn zu jeder auf ro nicht injektiven Abbildung '\j! eine Abbildung cp' mit 
'\j! = cp' 0 cp mod ro existiert. 
Be w eis: Erstens sei ro stabil. Zu dem unteren Nachbarn 0 aus der Definition gibt es 
dann wegen 0 ... ro eine Abbildung cp mit cpro = 0, die auf ro nicht injektiv ist. Weiter sei '\j! 
ebenfalls auf ro nicht injektiv. Für u = '\j!ro gilt dann u ... ro und u + ro. Es folgt u ... 0 und 
damit die Existenz einer Abbildung cp' mit cp'o=u. Wegen '\j!ro=u=cp'o=(cp'ocp)ro 
erhält man '\j! = cp' ocp mod ro. 
Zweitens existiere zu ro eine Abbildung cp mit den im Satz angegebenen Eigenschaften. 
Für 0 = cpro gilt dann 0'" ro und 0 + ro. Weiter folgt aus u ... ro und u + ro die Existenz einer 
auf ro nicht injektiven Abbildung cp mit '\j!ro = u. Nach Voraussetzung gilt '\j! = cp' 0 cp 
mod ro und daher u = '\j!ro = (cp' ocp)ro = cp'o, also u ... o. • 
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5.2 Ein abzählbar-primitiver Ultrafilter ro = < v,a) mit v E Q1 und einer Injektion a: X-'J>'P 
ist genau dann stabil, wenn es ein V E v gibt, so daß die primitiven Ultrafilter ax mit x E V 
alle paarweise inäquivalent sind. 
Be w eis: Es existiere ein V E v, so daß die Filter ax für x E V alle paarweise inäqui-
valent sind. Dann ist jede auf ro nicht injektive Abbildung 1jJ auch nicht konservativ, also 
punktuell. Mit der auf ro nicht injektiven Abbildung n aus 4.3 gilt nach diesem Satz 
1jJ=q/on mod ro, mit ep=n ist ro also nach 5.1 stabil. 
Umgekehrt sei jetzt ro stabil, und ep sei die Abbildung aus 5.1. Da n auf ro nicht injektiv 
ist, muß es nach 5.1 eine Abbildung ep' mit n = ep' 0 ep geben. Wäre nun ep konservativ 
auf ro, dürfte eine zugehörige Identifikationsabbildung T]cp auf v nicht injektiv sein, was 
n( ax) = x widerspricht. Daher muß ep auf ro punktuell sein, und wegen 4.3 muß umge-
kehrt auch ep = ep" on erfüllt sein; das heißt ep stimmt mit n bis auf eine Bijektion auf ro 
überein. Nimmt man nun an, daß jede Filtermenge V E V verschiedene Punkte mit äqui-
valenten a-Bildern enthält, dann würde es eine auf allen Filtern ax injektive, also 
konservative Abbildung 1jJ geben, die jedoch die äquivalenten unter den Filtern ax auf 
gemeinsame Bildfilter abbildet und daher auf ro nicht injektiv ist. Wegen 5.1 müßte 
1jJ = ep* on mod ro gelten. Dies ist ein Widerspruch, weil schon n die Filter ax auf gebun-
dene Ultrafilter abbildet, 1jJ aber nicht. • 
Da die Abbildung x aus 4.4 genau die äquivalenten Ultrafilter ax identifiziert, ergibt 
sich aus dem letzten Satz, daß für jeden abzählbar-primitiven Ultrafilter ro = < v, a) der 
mit der entsprechenden Abbildung x gebildete Bildfilter xro stabil ist. 
6. Finite Ultramter 
Definition: Eine endliche Folge UO, ... ,Uk von Ultrafiltern heißt eine u-Folge, wenn 
u = Uo ~ UI ~ ... ~ Uk und Ux-I + uxfür x = 1 , ... , k gilt. Die Zahl k wird die Länge der Folge 
genannt. 
Ein Ultrafilter U heißt finit, wenn in lN das Maximum h(u) aller Längen von u-Folgen 
existiert. 
Finite Ultrafilter u mit h(u) = 0 sind genau die gebundenen, mit h(u) = 1 genau die 
primitiven Ultrafilter. 
6.1 Es sei u~v, und v sei ein finiter Ultrafilter. Dann ist auch u finit, es gilt h(u) ~ h(v), 
und u - v ist gleichwertig mit h(u) = h(v). 
B ew eis: Aus U -v folgt, daß jede u-Folge auch eine 'tl-Folge ist und umgekehrt. Daher 
ist dann auch u finit, und es gilt h(u) = h(v). Weiter kann u+ v vorausgesetzt werden. Ist 
UO, ... ,Uk eine u-Folge, so ist V,Uo, .•• ,Uk eine tl-Folge größerer Länge. Da v finit ist, muß 
also auch u finit sein, und es gilt h(u) < h(v). • 
6.2 Es sei u ein finiter Ultrafilter, und UO, ... ,Uk sei eine u-Folge mit k = h(u). Dann ist Ux 
ein unterer Nachbar von Ux-I (x = 1, ... ,k), und Uk ist ein gebundener Ultrafilter. 
Beweis: Wäre Ux kein unterer Nachbar von Ux-I, würde es einen Ultrafilter v mit 
Ux-l~tl~Ux und mit Ux-I +v, tl+uxgeben. Dann wäre UO, ... ,Ux-J, V,Ux,'" ,Uk eine u-Folge 
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der Länge k + 1, was h(u) = k widerspricht. Derselbe Widerspruch würde sich ergeben, 
wenn Uk ein freier Ultrafilter wäre, weil dann Uo, ... ,Uk,X mit beliebigem x E X eine 
u-Folge der Länge k + 1 sein würde. • 
Weiter sollen nun speziell abzählbar-primitive finite Ultrafilter betrachtet werden, die 
sich überdies aus abzähl bar-primitiven Ultrafiltern aufbauen lassen. 
Definition: Ho = Menge aller gebundenen Ultrafilter. 
Hk+1 = Menge aller abzählbar-primitiven Ultrafilter ro mit ro = (Il, a), Il E Hk 
und einer Injektion a: X ~'l). 
Offenbar ist H I die Menge gen au aller primitiven Ultrafilter. 
6.3 Es sei ro E Hk. Dann ist ro ein finiter Ultrafilter mit h( ro) = k. Aus u .... ro folgt u E H m 
mit m:5 k, wobei m = k gleichwertig mit u - ro ist. 
Be w eis: Die Behauptungen werden durch Induktion über k bewiesen. Da sie für 
k= 0 trivial sind, sei weiter k>O vorausgesetzt. Es gilt dann ro = (Il,a) mit Il E Hk-I' 
Zunächst sei jetzt u .... ro. Im Fall u - ro folgt unmittelbar u E Hk. Andernfalls gibt es eine 
auf ro nicht injektive Abbildung <p mit u = <pro. Ist <p punktuell auf ro, gibt es nach 4.3 eine 
Abbildung <p' mit <p = <p' ort und u= <p'Il, also mit U .... Il. Wegen IlE Hk-I folgt nach Induk-
tionsvoraussetzung jetzt U E Hm mit einem m:5 k -1. Andernfalls ist <p konservativ auf 
ro, und wegen 4.4 gilt U = <pro = (lJ<jlIl, <p 0 a) mit einer zu <p gehörenden Identifikations-
abbildung lJ<jl' die auf Il nicht injektiv ist. Wegen lJ<jlll .... Il, lJ<jl1l -I- Il folgt jetzt nach Induk-
tionsvoraussetzung Il' = lJ<jl1l E HI mit 1 <k-l und wegen U = (Il' ,<poa) nach Definition 
uEHmmit m=l+ l:5k-1. 
Schließlich sei ro = roo, ro], ... , roT eine beliebige ro-Folge. Es gilt also rol .... ro, rol -I- ro und 
nach dem bereits Bewiesenen rol E H m mit m < k. Jede ro-Folge hat somit höchstens die 
Länge k. Daher ist ro ein finiter Ultrafilter mit h(ro):5k. Wegen IlE Hk-I gibt es aber eine 
\)-Folge Il = Ilo, Il], ... ,Ilk-]' und wegen Il .... ro, Il -I- ro ist dann ro, Ilo, ... ,Ilk-I eine ro-Folge der 
Länge k, so daß sogar h (ro) = k ist. • 
6.4 Es sei U .... ro, U E Hm, ro E Hk und m <k-1. Dann gibt es zu jedem 1 mit m <1 <k einen 
Ultrafilter u* E HI mit u .... u* .... ro. 
Beweis: Im Fall k=2muß notwendigm=Oundl= 1 sein. Wegen ro= (Il,a) mitllE H 1 
ist dann die Behauptung immer mit u* = Il erfüllt. Für den weiteren Induktionsbeweis 
sei k > 2 und ro = (Il,a) mit Il E Hk-I' Wegen u .... ro und h(u) = m < k = h(ro) gibt es eine 
auf ro nicht injektive Abbildung <p mit u = <pro. Man hat dann wieder zwischen den beiden 
Fällen zu unterscheiden, daß <p punktuell auf ro oder konservativ auf ro ist. 
Erstens sei <p punktuell auf ro. Nach 4.3 folgt <p = <p' ort und wegen rtro = Il, <p'1l = u weiter 
u .... Il .... ro. Da Il E Hk-I gilt, ist im Fall 1 = k -1 die Behauptung mit u* = Il erfüllt. Im Fall 
I< k -1 gibt es nach Induktionsvoraussetzungen einen Ultrafilter u* mit u .... u* .... Il .... ro. 
Zweitens sei jetzt <p auf ro konservativ. Nach 4.4 gilt dann u = <pro = (lJ<jlll, <po a) mit einer 
auf Il nicht injektiven Identifikationsabbildung lJ",. Wegen u E H m folgt Il' = lJ",1l E H m- I. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher einen Ultrafilter Il* E H I_I mit Il' .... Il* .... Il. 
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Es folgt die Existenz von Identifizierungsabbildungen l'j', l'j" mit l'j<p = r]"ol'j', tJ* = l'j'tJ 
und tJ' = r]"tJ*. Dann sei u* = (tJ*, cp' 0 a), wobei cp' eine solche Abbildung ist, für die 
cp' (ax) = cp(a(l'j'x)) gilt, während eine zweite Abbildung cp" mit cp = cp"ocp' die restliche 
Zusammenfassung von a-Bildern gemäß l'j" bewirkt. Es folgt cp'tll = u*, cp"u* = u und 
wegen tJ* E H1- 1 auch u* E H1• • 
6.5 Es sei tll E Hk. Ein Ultrafilter u ist genau dann unterer Nachbar von tll, wenn u ~ tll und 
uEHk_1gilt. 
Beweis: Zunächst sei u unterer Nachbar von tll. Dann folgt U~tll und u+tll. Wegen 6.3 
ergibt sich u E Hm mit m::;k-1. Aus m <k-l würde nach 6.4 die Existenz eines Filters 
u* E Hk- 1 mit u ~ u* ~ tll und u + u* , u* + tll folgen im Widerspruch dazu, daß u unterer 
Nachbar von tll ist. 
Zweitens sei U~tll und uEHk- 1 erfüllt, also auch h(u) =k-1<k=h(tll) und damit 
u+ tll. Aus u~tJ~ tll folgt k-1 = h(u)::; h(tJ)::; h(tll) = k nach 6.1. Es muß also an einer 
Stelle das Gleichheitszeichen stehen, was wieder wegen 6.1 entweder u - tJ oder tJ - tll 
nach sich zieht. Daher ist u ein unterer Nachbar von tll. • 
6.6 Es sei U~tll, u E Hm und tll E Hk mit m <k. Dann gibt es eine tll-Folge tll= tllo, ... ,tllk 
mit tllk-m=U. 
Be w eis: Für die gesuchte tll-Folge muß wegen 6.2 jedenfalls tllx E Hk-x (x = 0, ... , k) 
erfüllt sein. Im Fall m = 0 ist u ein gebundener Ultrafilter, der wegen der Äquivalenz 
aller gebundenen Ultrafilter gegen tllk bei jeder derartigen tll-Folge ausgetauscht werden 
kann. Im Fall m > 0 ist tllo = tll, U, x mit festem x E X eine tll-Folge, in die durch endlich-
fache Anwendung von 6.4 entsprechende Ultrafilter eingefügt werden können. • 
Eine maximale tll-Folge eines finiten Filters tll, also eine nicht mehr erweiterbare Folge, 
liegt genau dann vor, wenn jeder Folgefilter unterer Nachbar des vorangegangenen 
Filters und der letzte Filter ein gebundener Ultrafilter ist. Die Definition von h(tll) 
besagt, daß es eine maximale tll-Folge der Länge h(tll) gibt. Sie besagt jedoch nicht, 
daß jede maximale tll-Folge die Länge h(tll) haben muß; es könnte auch kürzere der-
artige Folgen geben. Daß dies bei Filtern tll E Hk nicht der Fall ist, liegt an dem Ergebnis 
aus 6.3, nach dem alle Ultrafilter u ~ tll ebenfalls in einer Menge Hm mit m::; k liegen. 
Erst hiermit ergibt sich, daß alle maximalen tll-Folgen die Länge h(tll) besitzen. 
6.7 Es sei tll E Hk mit k 2: 1. In Qi besitzt til dann n untere Nachbarn mit 1::; n::; k, und es 
gibt Filter in Hk, bei denen n = k erreicht wird. 
Be w eis: Im Fall k = 1 ist tll ein primitiver Ultrafilter. Die Klasse til ist ein Atom von Qi 
und besitzt als einzigen unteren Nachbarn die Klasse der gebundenen Ultrafilter. Es gilt 
also n = 1 = k. Der weitere Beweis erfolgt durch Induktion über k, wobei jetzt k> 1 
vorausgesetzt werden kann. Der Filter tll besitzt nach 4.2 eine bis auf Bijektionen ein-
deutige Darstellung tll = (tJ,a) mit tJ E Hk- 1 und einer Injektion a: X~'P. Wegen 4.3 gilt 
tJ = lttll, also tJ~tll, und nach 6.5 ist tJ ein unterer Nachbar von tll und 6 somit ein unterer 
Nachbar von til in Qi. Wenn tll ein stabiler Ultrafilter ist, ist tJ bis auf Äquivalenz auch der 
einzige untere Nachbar von tll. Andernfalls kann es weitere untere Nachbarn geben. 
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Es sei u ein zu \) in äquivalenter unterer Nachbar von Itl; es gilt also u E Hk-I. Dann gibt 
es eine Abbildung qJ mit qJltl = u, wobei qJ eine auf Itl nicht injektive und konservative 
Abbildung sein muß. Nach 4.4 gilt U = qJltl = (lj<jl\) , qJ 0 a) mit einer zu qJ gehörenden 
Identifizierungsabbildung lj<jl. Wegen U E Hk-I folgt \)' = lj<jl\) E H k- 2, weswegen \)' ein 
unterer Nachbar von \) ist. Aus dem Mechanismus der konservativen Abbildungen, die 
ja nur äquivalente Filter ax zusammenfassen, und aus der Definition der Identifizie-
rungsabbildungen ergibt sich außerdem, daß zu zwei inäquivalenten derartigen unteren 
Nachbarn U auch inäquivalante untere Nachbarn \)' von \) gehören. Daher kann die 
Anzahl inäquivalenter unterer Nachbarn von Itl, die aus konservativen Abbildungen 
hervorgehen, höchstens gleich der Anzahl inäquivalenter unterer Nachbarn von \), 
nach Induktionsvoraussetzung also höchstens k-1 sein. Berücksichtigt man nun außer-
dem den zusätzlichen unteren Nachbarn \) von Itl, so folgt 1::; n::; k. Zu zeigen ist somit 
nur noch, daß die Maximalzahl k auch tatsächlich erreicht wird. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Filter \) E Hk - h der k-l inäquivalente 
untere Nachbarn \)1, ... ,\)k-I E Hk- 2 besitzt. Es sei \)~ ='IjJ,,\) für x = 1, ... ,k-l. Zu jedem 
Punkt Y E Im 'IjJ" wähle man nun einen Punkt xiY) E X mit 'IjJ,,(x,,(y)) = y. Durch lj"x = 
x,,('IjJ,,(x)) wird dann für x = 1, ... ,k-1 je eine Identifizierungsabbildung definiert. 
Offenbar gilt 'IjJ" = <''>x 0 lj" mit einer Bijektion Ö,,: Im lj,,~ Im 'IjJ", so daß \)~ und \)~ = ljx\) 
äquivalente, 0\, ... ,O~_I aber paarweise inäquivalente Ultrafilter sind. Weiter sei nun 
noch 3 = {Zx: x E X} eine Zerlegung von X in unendliche Teilmengen Zx, es sei Xo ein 
fester Punkt, und für jeden Punkt x E X sei LX: Z,," ~ Zx eine Bijektion, wobei speziell 
Lxo = id gewählt werden kann. 
Wegen 0 E Hk-I gilt \) = < u, ß) mit U E H k- 2 und einer Injektion ß: X ~1). Dann sei pein 
primitiver Ultrafilter mit Zxo E p, der zu allen Ultrafiltern ßx (x E X) in äquivalent ist. 
Durch ax = LxV wird eine Injektion a: X ~1) definiert. Dann sei Itl = (\),a). Es folgt 
Itl E Hk und nach 4.3 auch 11:1tl = \) mit der zu 3 gehörenden Projektionsabbildung 11:, also 
0"'1tl. Nach 5.6 ist daher t.1 ein unterer Nachbar von Itl. 
Für x = 1, ... ,k -1 wird nun weiter durch qJ"Y = Ö~x 0 ö; I für Y E Zx eine Abbildung qJ,,: 
X ~ X definiert, die auf allen Filtern ax injektiv und daher auf Itl konservativ ist und 
für die lj" eine zugehörige Identifizierungsabbildung ist. Man erhält nach 4.4 
so daß auch qJ,,1tl ein unterer Nachbar von Itl ist. Da qJ"ltl- qJ,1tl auch \)~ - \)~ - t.1~ - t.1{ nach 
sich ziehen würde, diese Ultrafilter aber inäquivalent sind, folgt, daß qJlltl, ... ,qJk-I Itl 
paarweise inäquivalente untere Nachbarn von Itl sind. Sie sind aber außerdem zu dem 
unteren Nachbarn t.1 von Itl inäquivalent: Es galt ja \) = (u, ß), wobei alle primitiven 
Ultrafilter ßx inäquivalent zu V waren, während in der Darstellung qJ,,1tl = (t.1~, qJ" oa) 
alle Filter (qJ" 0 a)y für beliebige Y E X zu p äquivalent sind. Damit ist gezeigt, daß Itl 
die kinäquivalenten unteren Nachbarn t.1,qJlltl, ... ,qJk-IItl besitzt. • 
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7. Ordnungsstruktur der finiten Klassen 
Die der Menge H = U {Hn: nE lN} abzählbar-primitiver und finiter Ultrafilter entspre-
chende Teilmenge H von Ql besitzt zwar schon eine recht komplizierte, aber doch noch 
gut zu überblickende Ordnungsstruktur. Jede Klasse aus H besitzt überabzählbar viele 
obere Nachbarn, jedoch entsprechend dem letzten Satz des vorangehenden Abschnitts 
nur endlich viele untere Nachbarn. Stabile Klassen haben nur genau einen unteren 
Nachbarn. Die Teilmenge aller stabilen Klassen ist also hinsichtlich ihrer Ordnungs-
struktur ein Baum. Aber auch bei nicht stabilen Klassen w lassen sich die unteren Nach-
barn noch verhältnismäßig gut übersehen: Besitzt t1) die Darstellung t1)= (v,a), so ist 
stets i\ unterer Nachbar von w. Etwaige weitere untere Nachbarn entsprechen inäqui-
valenten unteren Nachbarn Vi von V, sofern diese in folgendem Sinn mit der Abbil-
dung a verträglich sind. Es sei Vi = 1jJv. Dann muß es eine Filtermenge V E V mit der 
Eigenschaft geben, daß allen Punkten X]'X2 EV mit 1jJXI = 1jJX2 auch äquivalente primitive 
Ultrafilter aXh aX2 entsprechen. Das Kontraktionsverhalten der Abbildung 1jJ muß also 
durch die Äquivalenz der Filter ax gedeckt sein. 
Unter den Fragen, die in einer späteren Arbeit untersucht werden sollen, ist die nächst-
liegende, wie man in Q1 hinsichtlich der Präordnung .... über H hinaus aufsteigen kann. 
Es sei etwa (Un)nEIN eine echt aufsteigende Folge in H. Für alle nE lN gelte also Un .... un+ 1 
und Un+Un+l; d. h. es gibt Abbildungen CPn mit CPnUn+1 = Un, wobei CPn aufun+l nicht injektiv 
ist. Es fragt sich dann, wie man in Q1 zu oberen Schranken oder gar Suprema der Folge 
(Un)nEtI kommen kann. 
Sicher bedeutet es keine wesentliche Einschränkung, wenn man voraussetzt, daß 
{un: nE lN} ein disjunktes System ist, daß es also eine Zerlegung {Zn: nE lN} von X mit 
Zn E Un für alle nE lN gibt. Ist nun v* ein (primitiver) Ultrafilter von lN, so erweist sich 
der Ultrafilter 
t1)= A V Un 
V* EV* nEV* 
als obere Schranke der Folge (un)n E IN. Es gibt für alle nE lN Abbildungen 1jJn mit 1jJnt1) = Un 
und mit 1jJn = CPn01jJn+l. Der so gewonnene Filter t1) ist wieder ein abzählbar-primitiver 
(aber nicht finiter) Ultrafilter, der jedoch nicht etwa ein Suprcmum der Folge ist. Man 
kann echt absteigende Folgen derartiger oberer Schranken konstruieren, so daß erst 
ein entsprechender Limesprozeß zu einem Supremum führen könnte. 
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